
Билет 20
Напишите уравнение Лагранжа для массивного стержня

длины L и массы m с закрепленным концом, колеблющегося в
вертикальной плоскости, и оцените частоту его колебаний.

Уравнение Лагранжа:
𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
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𝜕𝑞𝑖
,∀𝑖 = 1, ..., 𝑁

где 𝑞𝑖 – обобщенные координаты точек тела. Соответственно 𝐿(𝑞, 𝑞, 𝑡) -ф-я Лагранжа.

Разобьем стержень на малые части массой ∆𝑚 длиной ∆𝑙, ∆𝑚 = 𝜌𝑆∆𝑙. Тогда
каждую часть можно представить как математический маятник, и для него:

𝑈 = ∆𝑚𝑔ℎ = ∆𝑚𝑔(𝑙 − 𝑙𝑐𝑜𝑠𝜙)

И соответственно ф-я Лагранжа:
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Чтобы получить ф-ю Лагранжа для целого стержня, надо просуммировать ∆𝐿

по всем частям (т.е. проинтегрировать):
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Подставляем это в уравнение Лагранжа, получаем:

𝑚
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Отсюда ур-е колебания маятника:
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Частота колебаний
√︁
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